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Tous les anneaux consider& dans cet article sont unitaires et lorsque nous 
parlerons de module sans autre precision, il s’agira de module a droite unitaire: 
Soient M un A-module et n > 1 un entier. On dit que M est n-act, si toute 
suite croissante de sous-modules de M engendres par n generateurs est station- 
naire. 
Ces conditions de chaines, CtudiCes en partie en theorie des groupes abeliens, 
ouent un r81e important dans la theorie des modules factorables de Nicolas [5, 61. 
Nous montrons qu’il existe des anneaux commutatifs integres A non 
noetheriens, tels que tout A-module libre soit n-act pout tout n 2 1 et qu’il 
existe une large classe d’anneaux noetheriens a droite A tels que tout A-module 
libre soit n-act. Mais il existe des anneaux noetheriens d droite tels que les 
A-modules libres, qui ne sont pas de type fini, ne vtrifient pas la condition de. 
chaine ascendante sur les sous-modules monogenes. 
Rappelons qu’un anneau A est a ideal singulier (a droite) nul si l’annuiateur 
a droite de tout Clement #O de A n’est pas essential dam A. Un A-module M 
est de dimension de Goldie d, si son enveloppe injective est somme directe de d 
modules injectifs indecomposables. On trouvera par exemple dans [7] les 
complements indispensables pour la comprehension de ce travail. 
I. UN CONTRE-EXEMPLE 
Nous allons montrer qu’il existe un anneau commutatif A non noetherien 
tel que tout A-module libre soit n-act pour tout n. 
LEMME 1.1. Pour un anneau A de radical de Jacobson ml, les propri&h 
suivantes ont &quivalentes: 
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(1) A est semi-simple. 
(2) Tout A-module semi-simple M est 1-act. 
(1) * (2) Car si x E M, on a L(Ax) < L(A), oti L( ) designe la longueur. 
(2) Z- (1) Soit M un module semi-simple isotypique de longueur infinie 
dont l’annulateur est P. Si A/P n’est pas simple, alors tout sous-module de 
longueur finie de M est monogene, done M n’est pas 1-act. On en deduit que 
pour tout ideal primitif P de A, A/P est simple. 
Supposons qu’il existe une infinite de classes d’isomorphie de modules simples 
(S& . On pose M = oisl Si ; on verifie facilement que tout sous-module 
de longueur finie de M est monogbne, done M n’est pas I-act, d’ou la contra- 
diction. 
Nous allons donner une demonstration simple du resultat suivant du B Jonah 
[41- 
PROPOSITION 1.2. Pour un anneau A, 1esproprieUs uivantes ont kquivalentes: 
(1) A est parfait & droite. 
(2) Tout A-module M est n-act pour tout n 3 1. 
(1) => (2) Soit (Xi)i.N une suite croissante de sous-modules de M # (0) 
engendres par n elements. On pose N = Ui Xi et soit (X&N l’image de cette 
suite dans N/NR (R radical de A). Comme A/R est semi-simple et queL(Q < 
nL(A/R), il existe un entier p tel que x, = NINR, soit X, + NR = N; 
comme NR est superflu dans N [7, p. 1301, on a X, = N. 
(2) * (1) Le lemme 1 .I prouve que A/R est semi-simple. Soit (aJdEwI des 
Cltments du radical R. Soient F un module libre de base (ei)ieN et G le sous- 
module de F engendre par (ei - ei+lai)ieN . F/G Ctant I-act, on en deduit qu’il 
existe un entier n tel que a, ... a, = 0. R est done T-nilpotent a droite et A 
est parfait a droite [7, p. 1301. 
PROPOSITION 1.3. Soit A un anneau commutatif intt’e vthfant la condition 
suivante: pour tout idial I # 0, l’anneau quotient A/I est parfait. Alors tout 
A-module libre L est n-act pour tout n 2 1. 
Si MC L est engendre par n elements, son rang est <n. 11 en resulte que si 
(X&N est une suite croissante de sous-modules d’un module libre L, oti les X, 
sont engendres par n elements, il existe un entier p tel que pour n > p, X, 
soit un sous-module essentiel de N = (Ji Xi . X, etant de type fini, il existe 
une base (ej)j,, de L tel que X, C Ae, @ 1.. @ Ae, = L’. Soit q la projection 
canonique de L sur L’; on a ker q n X, = (0) d’oti ker q n N = (0), ce qui 
prouve que N est isomorphe a q(N) = uieN q(X,). 11 suffit done de considerer 
le case oti L = Ae, @ ... @ Ae, . Soit (X&N une suite croissante de sous- 
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modules de L engendrees par n-elements. 11 existe un entier p tel que N = Uf Xi 
soit extension essentielle de X, . Soit K = Ax, + ... + Ax, un sous-module 
de type fini de L, tel que X, @ K soit essentiel dans L. Pour Q > p la suite 
(X, @ K) est une suite croissante de sous-modules engendres par n + t elements 
et comme X, @ K est essentiel dans L on a I = Am-@/(X, @ K)) # 0. 
A/I &ant parfait, la suite (X, @ K) est stationnaire (Proposition 1.2), la suite 
(Xi) est done stationnaire. 
COROLLAIRE 1.5. I1 existe un anneau integre A, non noethbien, tel que tout 
A-module libre soit n-act pour tout n > 1. 
L’exemple suivant dQ a Krull et utilise dans la theorie des decompositions 
primaires [3], verifie les conditions du corollaire 1.5. 
Soit K(X, Y) l’anneau des polynbmes a deux indeterminees sur un corps K. 
On pose: 
A = (f/g, f, g E Wx> Y)/g(O, Y> f 0, f(O, Y)/g(Q Y) E W. 
A est un anneau local integre dont I’ideal maximal est M = (f/g E A/f(O, Y) = 0) 
et pour tout id&al I # 0 de A, il existe n avec Mn C I. Si l’on pose 
ac = X(Y + 1)/Y”, la suite des idtaux Ji = (al ,..., ai) est strictement croissante 
et A n’est pas noetherien. 
II. MODULES SUR LES ANNEAIJX A IDI?AL SINGULIER NUL 
PROPOSITION 2.1. Soit A un anneau vk$ant l’une des conditions suivantes: 
(1) A est h ideal singulier nul et de dimensionJinie. 
(2) A est noethkrien a gauche. 
Si M est un sous-module de dimension &ie de AI, il existe une partie Fnie J de I 
telle que si p d&gne la projection canon&e de A1 SW A’, alors p(M) soit isomorphe 
h M. 
M est extension essentielle d’un sous-module x,A @ ..’ @ x,A et M,(A) 
verifiant les proprietes (1) ou (2), le theorcme de Morita permet de se ramener 
au cas oh M est extension essentielle de xA. On pose x = (x&~ ; les deux 
conditions impliquent chacune qu’il existe un entier n tel que r(x) 1 fly-, r(xi) 
oh Y( ) designe l’annulateur a droite. Soit J = (l,..., n) CI; la relation xu E ker p 
entraine xar = 0 et comme xA n ker p 7 0 implique M n ker p = 0, on en 
deduit la proposition. 
THBORSME 2.2. Soit A un anneau a ideal singulier nul et de dimension de 
Goldie jInie. Les prop&es suivantes sent equivalentes: 
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(1) Pour tout ensemble I, le A-module A1 est n-act pour tout n 3 1. 
(2) Tout A-module libre admettant une base jkie est n-act pour tout n 3 1. 
(2) 3 (1) Soit (&)iehl une suite croissante de sous-modules de A’ 
engendres par n elements. On note dim( ) la dimension de Goldie. On a 
‘dim Xi < n dim A pour tout i et il existe done un entier s tel que N = U* Xi 
soit extension essentielle de X,Y . La propriM resulte alors de la proposition 2.1. 
B. et G. Baumslag ont montre dans [l] que tout module libre sur un anneau 
noetherien a droite indgre est n-act pour tout n. Voici une premiere gtneralisa- 
tion de leur rksultat. 
COROLLAIRE 2.3. Soit A un anneau noethkien ci droite et ci idkal singulier nul. 
Alors, pour tout ensemble I, le A-module A1 est n-act pour tout n. 
On a le m&me resultat si A est noetherien a gauche et h droite (cf. corollaire 
3.3). 
COROLLAIRE 2.4. II existe un anneau commutatif int6gre non noethtfrien A tel 
que tout A-module AI soit n-act pour tout n 2 1. 
Cela resulte du corollaire 1.5 et du theoreme 2.2. La proposition 2.1 permet 
de generaliser un resultat classique sur les groupes abeliens [2, p. 1681. 
PROPOSITION 2.5. Soit A un anneau noetht+ien semi-premier et hkkditaire. 
Alors tout sous-module de type dtkombrable d’un module A1 est projectif. 
A admet un anneau de fractions (theoreme de Goldie), en reprenant la methode 
du cas commutatif, on prouve que tout A-module M de type fini a sous-module 
singulier nul se plonge dans un A-module libre, M est done projectif. Soit E 
un sous-module de type denombrable de A’. D’aprb la proposition 2.1, tout 
sous-module de type fini de E, admet une extension essentielle maximale dans E 
qui est de type tini. On en diduit facilement que Son a E = & E, , oh E,, 
.est un sous-module de type fini de E tel que E,,+JE,, soit a sous-module singulier 
nul, done projectif d’apres ce qui precede. On a alors E N 0, En+JEn . 
PROBL~MES. A designe un anneau commutatif noetherien integre. 
1. Soit M un A-module sans torsion de type denombrable tel que tout 
sous-module de rang fini soit de type fini. M se plonge-t-i1 dans un A-module 
libre ? 
2. Soit M un A-module sans torsion qui est n-act pour tout n. Tout 
sous-module de rang fini de M est-il de type fini ? 
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III. MODULES LIBRES n-act SUR LES ANNEAUX NOETHBRIENS A DROITE 
Nous allons montrer qu’il existe une large classe d’anneaux noetheriens i 
droite tels que tout A-module libre soit n-act pour tout n 3 1. On dCsigne 
par (*) la propriettt suivante: 
(*) Tout A-module libre L est n-act pour tout n 2 1. Pour tout entier k, 
on appelle k-suite S, une suite croissante de sous-modules Xi de L tels que Xi 
soit engendre par k elements. On note r(S) l’ideal bilatbre, annulateur de, 
X = (Ji Xi . Si (eJiEwl est une base de L on note I(S) l’idCa1 a droite engendre 
par les composantes des elements de X. 
LEMME 3.1. Soit A un anneau noetherien a droite qui ne verrifie pas * et soit 
S = (Xi)iEM une k-suite strictement croissante de sow-modules du A-module libre L 
telle que r(S) soit maximal. Alors r(S) est un ideal premier P de A et l’on a 
P = r(I(S)). 
On a evidemment r(S) = r(l(S)), il suffit done de prouver que r(S) est un 
ideal premier. Sinon, il existe deux ideaux bilateres I $ r(S), Jp r(S) avec 
11 C r(S). Comme I est un ideal a droite de type fini, la suite S, = (XJ)iGN 
est une k-suite et l’on a r(S,) 1 J. C omme r(S) est maximal, on en dtduit que 
la suite S, est stationnaire. On peut done trouver un entier N tel que 
n > N =s- XJ = X,,J. 
On pose L = L, @LB’, oh L, = e,A @ ... @ e,A contient le sous-module X, 
et soit q la projection canonique de L sur L,‘. La suite S’ = (q(Xi))ipN est une 
k-suite strictement croissante et I’on a r(S) 1 I $ r(S) ce qui contredit le caractere 
maximal de r(S). 
THI~ORBME 3.2. Soit A un anneau noethe’rien h droite vkijiant la condition 
suivante: 
(;k*) Si P est un idkal premier de A tel que P - r(E), ou E est un sous- 
ensemble de A, alors il existe des elements (xJICiGa de E tels que P = f-J:=, r(xi). 
Alors tout A-module Zibre est n-act pour tout n > 1. 
Sinon, il existe une k-suite strictement croissante S z (X& telle que 
P = r(S) soit maximal, done premier (lemme 3.1). 
PROPRIBTB 1. 11 existe un entier N tel que pour n 3 N on ait 
r(X,) = r(S) = fi r(xJ avec xi E X,V, 
i=l 
pour tout i. 
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La condition (*a) implique que r(S) = r(l(S)) = & Y(UJ oti les elements 
ui sont des composantes d’elements xi ,..., x, de X = vi Xi ; il existe un entier 
N tel que xi E X, pour tout n, on a alors 
Y(S) c Y(X,) c f) Y(Xi) = Y(S) 
i=l 
d’oh le propriete. 
L’anneau A/P est un anneau premier, noetherien a droite, il est done a ideal 
singulier nul. Si M est un A/P-module, on designe par j(M) son sous-module 
singulier. D’apres la propriete 1, j(X) n’est pas un sous-module essentiel de X 
et l’on a X,, “j(X) = j(X,J. X,&X,) est un A/P-module a sous-module 
singulier nul engendre par K-elements. On en deduit 
dim X,ij(X,) < k dim A/P. (1) 
Soit K un complement de j(X) d ans X (K est maximal pour la propriete 
K n j(X) = 0). 
PROPRII~T~ 2. 11 existe un entier Nr tel que pour n > IV1 , K soit extension 
essentielle de X, n K. 
En effet, la relation (1) implique que K est un A/P-module de dimension de 
Goldie finie. 
On pose L=e,A@..-@e,A@L’=L,@L’, avec X,rCL, et soit 
Q: L -+ L’ la projection canonique. Comme S est une suite telle que r(S) soit 
maximal, la suite S’ = (Xi = Quip est telle que r(S’) = r(S), de plus S 
est une suite strictement croissante. 
PROPRIETY 3. Si X’ = (JieN X,‘, alors on a X’ = j(X). 
Soit xEX’; il existe m E X, y EL, tels que m = y + x. D’aprb la 
propriete 2, X est extension essentielle de j(X) @ (XN1 n K) = 2. Soit 
J = (a E A/m a E Z}. J est un ideal a droite essentiel modulo P; si xJ = 0, 
alors x E j(X), sinon il existe a E J, avec xa # 0, tel que xa + ya = x + U, 
z E j(X), u E XN, n K. On a alors xa = q(x) E j(X’), ce qui prouve que X’ est 
extension essentielle de j(X) t e comme A/P est a ideal singulier nul on a 
.X’ = j(F). 
D’apres la propriete 1, on a P = & r(y,), ys E X’ et les ideaux y(yJ sont 
essentiels modulo P, d’oti la contradiction, ce qui acheve la demonstration du 
theoreme. 
Rappelons [7, p. 951 qu’un anneau A noetherien B droite est dit essentiellement 
borne’ h droite, si pour tout ideal premier P, tout ideal a droite essentiel de A/P 
contient un ideal bilatere # (0). 
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COROLLAIRE 3.3. Soit A un anneuu noeththn ci droite. Ahs tout A-module 
libre est n-act pour tout n dans ckacun des cas s&ants: 
(1) A est noettirien h gauche. 
(2) A est essentiellement born.4 iL droite. 
(1) Soit E’ = (a& un sous-ensemble de A. Comme A est noethcrien a 
gauche x:esI Au, = C;-, Aai . On en deduit que r(E) = &, r(aJ. 
(2) C’est une consequence d’un rcsultat de Cauchon [7, p. 9.51. 
Remarque. 11 est bien connu que la condition (M) est realike, si rZ est un 
anneau a identite polynomiale. 
Nous allons montrer qu’il existe des anneaux noethdriens a droite, tels que 
si L est un A-module libre qui n’est pas de type fini, alors L n’est pas 1-act. 
Soit K un corps commutatif et soit A,(k) l’algebre de Weyl: A,(k) = k(X, Y), 
XY - YX = 1. 11 est bien connu que A,(k) est un anneau noetherien 
quasi-simple. Si J un ideal a droite maximal de A,(k), on designe par M le 
A-module simple M = A,(k)/J t e on considere l’anneau noetherien a droite B 
de&i par 
PROPOSITION 3.4. Soit L un B-m d 1 1’6 o u e 1 re qui n’est pus de type $ni. Ah 
L n’est pas I-act. 
est un ideal premier de B qui est l’annulateur de I’ideal a droite simple 
Soient 
1 < i < TZ, des elements de I. On a 
et par suite B ne verifie pas la condition (M). Le B-module semi-simple 1’“) 
est un sous-module de B-module libre B (Ni et d’apres la demonstration du 
lemme 1 .l, I(“) n’est pas l-act. 
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Remarque. B est l’anneau quotient de I’anneau 
par I’idhal bilatkre 
0 J 
i ) 0 0’ 
On vkrifie facilement que C vkrifie (M). On en dCduit qu’un anneau quotient 
d’un anneau vkrifiant (*), ne vkrifie pas rkessairement (c). 
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